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Sazetak: Ovaj rad je dio Sireg istrazivanja o nivoima razumijevanja osnovnoskolske aritmetike i
algebre studenata nastavnickih fakulteta u Bosni i Hercegovini. NaSa namjera je da argumentiramo
slutnju, tj. formiramo hipotezu, da se ucenicko razumijevanje aritmetickih struktura, ovladavanje
alatima algebarskog misljenja te usvajanje baznih ideja algebre u nasem Skolskom sistemu ili realizuje
u visim razredima osnovne $kole ili se (skoro) uopste ne ostvaruje. Odavde, deduktivno, zaklju¢ujemo
da je opravdano postavljanje hipoteze da (statisticki velika) veéina djece tokom boravka u srednjoj
Skoli uopste ne doseze nivo razumijevanja matematickih ideja programski planiranih za tu $kolu, ve¢
razvoj matematickog misljenja i ovladavanja fundamentalnim aritmeticko-algebarskim idejama ostaju
na novoima koje su dosegnuli $kolovanjem u osnovnoj skoli, ili se, zbog zaboravljanja ¢ak snize.

Kljuéne rijed¢i i izrazi: nivoi razumijevanja, procjena uspjesSnosti, aritmetiCke strukture, algebra,
linearna funkcija, linearna jednacina.

Abstract: This paper is a part of a wider research about understanding levels of primary school’s
arithmetic and algebra of university students of teaching faculties in Bosnia and Herzegovina. Our
intention is argumentation of a suspicion, i.e. to form the following hypothesis: Student understands of
arithmetic structures, acquisition of algebraic meaning tools and assimilation of fundamental algebraic
ideals in our school systems either realized in the high grades in primary school or (almost) not
realized in general. Therefore, we conclude deductive that the following hypothesis is legitimate:
Generally spiking, majority of student during learning in secondary school do not reach understanding
levels of mathematics ideas planed for that school. The development of mathematics thinking and
acquisition of basic arithmetic-algebraic ideas became stable in primary school levels.
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linear function, linear equation.
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1. Uvod

Postavlja se pitanje zasto je razvijanje matematicke sposobnosti zagonetka. Ljudska vrsta ima
prepoznatljiv sistem apstraktnih brojeva ve¢ 8000 godina. Formalna, simboli¢ka matematika s
jednacinama, teoremima i dokazima, pojavila se prije 2500 godina. Negativni brojevi su usli u §iru
upotrebu u 18. vijeku, a moderna apstraktna algebra, u kojoj se promjenljive varijable oznacavaju
simbolima x, y i z, razvila se prije 160 godina. Cak ni naznaka onoga $to bismo mogli nazvati
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matematikom nije postojala u Zeljeznom dobu. Treba naglasiti da se pojmovi matematike i aritmetike
bitno razlikuju. Aritmetika je dio matematike, a ve¢i dio matematike nije aritmetika. U $koli se prvo
upoznajemo s aritmetikom, pa se mnogo ucenika i zaustavi na toj tacki, te se prestane zanimati za
matematiku prije nego $to se upozna s drugim podrucjima unutar matematike. Zato nas i ne ¢udi Sto se
matematiku i aritmetiku Cesto izjednacCava, te one postaju sinonimima. Krajem 19. vijeka je
matematika postala proucavanje brojeva, oblika, kretanja, promjene, prostora i matematickih alata koji
se koriste u tom istrazivanju. Bio je to poc¢etak moderne matematike.

Brojna misaona svojstva utjeCu na naSu matematiCku sposobnost. Neka od tih svojstava i
sposobnosti su osjecaj za broj, sposobnost brojanja, sposobnost ra¢unanja, sposobnost apstraktnog
razmis$ljanja i osjecaj za uzrok i posljedicu. Spomenimo takoder i sposobnost stvaranja i upravljanja
uzro¢no — posljedicnim nizovima c¢injenica i dogadaja, koja se pojavljuje jos u djecijoj dobi.
Sposobnost koja je usko vezana za ovu posljednju je sposobnost logickog razmisljanja. Tu je rije¢ o
stvaranju i slijedenju logickih argumenata korak po korak. Ova sposobnost je temeljna za matematicko
razmisljanje.

Kod mnogih u¢enika osnovne Skole primjecuju se poteskoce pri prijelazu s aritmetike na algebru.
Ove potesSkoce se Cesto prvi put identifikuju kada ucenici pokuSavaju kreirati algebarsku jednacinu
kojom bi trebalo da predstave problem koji rjeSavaju. Realizatori nastave matematike, u namjeri da
pomognu ucenicima da prevladaju ove poteskoce, trebalo bi da razumiju kognitivne procese koji se
odvijaju u ucenickim glavama pri rjeSavanju problema ovog tipa Trebalo bi da u¢enicima matematiku
ucine zanimljivom i prakti¢no primjenjivom, te im daju motivaciju za njeno izucavanje i savladavanje.

Klju¢na stvar za uspjeh u matematici jest Zelja za uspjehom. Ne govori se o zelji da se postane
vrhunski matematicar, iako ni to nije isklju¢eno, niti o odvaznosti uranjanja u dubine napredne
matematike. Rije¢ je samo o sposobnosti savladavanja osnovnoskolske i srednjoskolske matematike.
Kada ljudi, sami ili uz neciju pomo¢, shvate da moraju savladati odredene dijelove matematike, oni u
tome zaista i uspiju. Navedimo dva primjera za to.

Na pocetku 20. vijeka, francuski psiholog Alfred Binet je ispitivao dvojicu muskaraca koji su za
zivot zaradivali demonstrirajuci svoje aritmeticke sposobnosti racunanja napamet. On je zelio istraziti
kako se ta dvojica profesionalnih ljudskih kalkulatora ponasaju kada ih se suoci s drugom skupinom
ljudi kojima brojevi takoder neSto znaCe — blagajnicima u prodavnicama. Napomenimo da je
israzivanje provedeno prije uvodenja mehanickih blagajni i elektricnih kasa u prodavnicama. Binet je
organizirao takmicenje u racunanju izmedu dvojice aritmetickih genija i Cetiri blagajnika jedne pariske
prodavnice. Blagajnici su bez problema odnijeli pobjedu u jednostavnom ra¢unanju. Tako je proizvod
brojeva 638 i1 823, jedan od aritmeticara izraCunao za 6,4 sekunde, dok je najbrzi blagajnik rezultat
dobio za svega 4 sekunde. Kada su morali racunati proizvod brojeva 7286 i 5397, genij je dao rezultat
za 21 sekundu a jedan od blagajnika za nevjerovatnih 13 sekundi.

Drugi primjer je takoder iz podrucja elementarne matematike. Skupina psihologa (Nunes,
Schliemann, Carraher, 1993) je pocetkom 1990-ih godina testirala aritmeticke sposobnosti brazilskih
ucenika treceg razreda, koji su nakon Skole radili na trznici. Sva su djeca ucila uobic¢ajene postupke
sabiranja, oduzimanja, mnozenja i dijeljenja. Kada su im istrazivaci dali standardne Skolske testove,
ucenici su ih slabo rijesili, s prosje¢nim uspjehom od samo 14% u jednostavnim zadacima oduzimanja
trocifrenih 1 dvocifrenih brojeva. Medutim, kada su na trznici morali izvoditi te iste racunske
operacije, djeca su bez problema rjeSavala slicne zadatke. Kako bi izra¢unalo koliko novca od 200
cruzeirosa moraju vratiti kupcu za robu u vrijednosti 35 cruzeirosa, dijete je racunalo na sljedec¢i nacin
(prema snimljenom materijalu istrazivaca koji je glumio kupca): Da roba stoji trideset, tada bih
morao vratiti sedamdeset. No cijena je trideset pet. Tada je Sezdeset pet. Jedna stotina Sezdeset pet.
Pogledajmo $ta je ta¢no djecak radio. Prvo je 200 podijelio na dva dijela: 100 + 100. Taj korak nije
izgovorio, ali je jasno da je rije¢ o tome. Stavio je 100 na jednu stranu i poceo racunati 100 — 35. Kako
bi u tome uspio, prvo je jednostavno izracunao 100 — 30, a zatim od tog rezultata oduzima jo$ 5.
Dobija 65 i tome dodaje onih 100 koje je na pocetku ostavio sa strane i dobija konacan i ispravan
odgovor 165. Djecak je odgovor dobio vrlo brzo — napamet je oduzeo dva broja medu bucnim
mnostvom trznice — a koristio se oStroumnim matematickim postupkom. Matematicari bi rekli da
djec¢akovo rjesenje sadrzi istancanije matematicko razmisljanje od jednostavne primjene standardnog
Skolskog postupka oduzimanja.

Postavlja se pitanje da li je taj djecak na uli¢noj trznici bio mladi Einstein. Ne, rije¢ je o obi¢nom
djetetu. lako su beznadni slucajevi pri rjeSavanju matematickih zadataka u skoli, djeca su lako
racunala na uli¢noj trznici. Istrazivaci su zakljucili da su ucenici bili promaseni slucajevi u $kolskoj
matematici, ali iznimni u ulicnoj matematici. U ¢emu je razlika izmedu tih dviju matematika?
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Zasigurno ne u samoj matematici, jer je dva plus dva jednako Cetiri i na ulici i u ucionici. Razlika lezi
u motivaciji. Djeca su bila motivirana pri radu na trznici, za razliku od nedostatka motivacije u skoli.

Prema dostupnoj literaturi (Bednarz, Radford, Janvier and Lepage, 1992; Romano, 2009a;
Ceballos and Maximo, 2007; Tall 2001), na algebru se moze gledati, kao na jedan apstraktan sistem u
kojem se reflektuju aritmeticke strukture (Cooper, Williams and Baturo, 1999) ili na jedan sistem
koordinatizacije po Weyl (Weyl, 1995) — Safarevi¢evom (IIlaapesuy, 1986) konceptu. Strukture o
kojima je rije¢ mogu biti apstraktne Seme (Ohlsson, 1993) ili strukturne koncepcije (Sfard, 1991)
aritmetic¢kih operacija jednakosti i operacionih pravila kombinovanih sa algebarskim pojmom varijable
(Cooper, Boulton—-Lewis, Atweh, Wills and Mutch, 1997). Algebra ne operiSe na istom nivou kao
aritmetika: dok je aritmetika ograniCena brojevima i numerickim izracunavanjima, u algebru je
involvirano pisanje simbola i razumijevanje operacija. Osnovni zahtjev u algebri je razumijevanje da
oznaka jednakosti ukazuje na ekvivalenciju, te da informacije mogu biti procesuirane bilo kojim
uputstvima (Linchevski, 1995).

U ovom radu namjera nam je, pridrzavajuci se tehnologija savremenih istrazivanja matematickog
obrazovanja (Bichler, Scholz, Strasser and Winkelmann, 1994; Sierpinska and Kilpatrick, 1998;
English 2008; Romano, 2009b) da argumentujemo slutnju (tj. formiramo hipotezu) o uronjenosti nase
nastavne prakse, u kojoj su obrazovani na prethodnom nivou osnovne i srednje $kole, u neki
prepoznatljivi sistem matematickog obrazovanja, aktuelni studenti dvije studijske grupe — studijske
grupe za razrednu nastavu (studenti B) i studijske grupe za predmetnu nastavu (studenti A) —
Pedagoskog fakulteta Univerziteta u Bihacu, kao i o primjenjivanim nastavnim tehnologijama
prilikom njihovog matematickog obrazovanja u prethodnom obrazovnom sistemu. U okvirima
akademskog kursa ’Metodika nastave matematike’, studenti su rjeSavali bazdareni test u kojem je
trebalo (izmedu ostalog) da rjeSavaju dva kontekstualna zadatka i dva dril-zadatka. Prvi zadatak
omogucéava ustanovljavanje nivoa aritmetickog misljenja, a drugi zadatak omogucava ustanovljavanje
nivoa algebarskog misljenja — oba na nivou viSih razreda osnovne $kole. S druge strane, dril-zadaci su
standardni zadaci iz obaveznih udzbenika za viSe razrede osnovne S$kole (studenti B) i srednje skole
(studenti A). Iz dobijenih rezultata testiranja, formira se slutnja da je tokom njihovog prethodnog
Skolovanja, u osnovnoj i srednjoj $koli, uglavnom bila primjenjivana nastavna praksa duboko uronjena
u tzv. tradicionalni pristup matematickom obrazovanju. Testirani studenti, bivsi ucenici su, manje ili
viSe, istrenirani da dobro rjeSavaju tzv. dril matematicke zadatke. Dakle, opravdano se moze formirati
slutnja (postaviti hipoteza) da su, tokom realizacije nastave matematike u osnovnoj $koli, realizatori
nastave matematike mnogo manje napora ulagali da kod ucenika formiraju alate aritmetickog i
algebarskog misljenja, a da su, uglavnom, u¢enicima prenoSene informacije o glavnim aritmetickim i
algebarskim idejama. Dalje, ovu slutnju prosirujemo do konstatacije — ukoliko uéenici nisu ovladali
alatima aritmetickog i algebarskog misljenja u viSim razredima osnovne $kole, da uglavnom propuste
to da nadoknade tokom srednjoskolskog obrazovanja. Ovu slutnju mozemo argumentovati fokusirajuci
se na studente studijske grupe razredne nastave, dok je situacija neSto manje povoljna ako se
fokusiramo na studente studijske grupe za predmetnu nastavu.

2. Determinisanje problema

Postoji jedan vazan zadatak matematickog obrazovanja (Romano 2005; Romano 2007). To je
razvoj sposobnosti pravilnog shvatanja zadatka, pravilnog razmisljanja, logickog zakljucivanja i
usvajanja matematickog (algebarskog i geometrijskog) misljenja. Svako ima potrebu da nauci praviti
analize, razlikovati hipotezu od ¢injenica, kritikovati, shvatati smisao postavljenih zadataka, praviti
sistematizacije, egzaktno iznostiti svoje misli, i tome slicno, a s druge strane, razvijati osje¢aj za
imaginaciju, te snaZziti svoj smisao za intuitivnost (prostorno predstavljanje, sposobnost predvidanja
rezultata, te sposobnost predvidanja ispravnih puteva rjeSavanja zadataka). Drugim rije¢ima,
matematika je potrebna za intelektualni razvoj li¢nosti.

Yerushalmy i Schwartz (Schwartz and Yerushalmy, 1995; Yerushalmy and Schwartz, 1993)
podrzavaju stav da je pojam funkcije jedan od fundamentalnih subjekata algebre i da taj pojam treba
da bude prisutan u svakom predstavljanju pri poducavanju i ucenju algebre od samih pocetaka
involviranja algebre u aritmeticke strukture. U svom &uvenom tekstu ,,Sta je to algebarsko misljenje*
(Just what is Algebraic Thinking?) iz 1998. godine, Shelley Kriegler iznosi stav da je algebarsko
misSljenje organizovano u dvije glavne komponente: razvoj sredstava matematickog misljenja i
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sagledavanje fundamentalnih algebarskih ideja. Alatima matematickog misljenja smatra se sljedece
(Kriegler, 1998; Romano, 2009a): analiticka sredstva svijesti, specijalne vjestine rjesSavanja problema,
vjeStine rezonovanja i posebne reprezentativne vjestine. Fundamentalne algebarske ideje predstavljene
su domenom u kojem sredstva matematickog misljenja mogu da se razvijaju. Algebarske ideje ovdje
su predstavljene posredstvom tri razliCita pogleda (Kriegler, 20006): algebra kao apstrakcija
aritmetike, algebra kao jezik 1 algebra kao jedan alat koji nam omogucava da analiziramo funkcije i
matematicke modele.

Algebra kao specificna studija o funkcijama, relacijama i kovarijantama karakterizirana je
posredstvom veza i Sablona izmedu varijabli (O'Callaghan, 1998), koncepta jednakosti (O'Callaghan,
1998), pojavljivanjem koncepata posredstvom modeliranja (Yerushalmy, 2000), manipulacija
funkcionalnim izrazima i komparacijama (Yerushalmy, 2000; Warren and Cooper, 2005),
iskoriStavanja familija funkcija (Yerushalmy, 2000) te istrazivanja Sema promjena (Carlson et al.,
2002). Ovaj pristup algebri je vazan za pristup algebarskom misljenju. Carlson et al. (2002, p. 354)
opisali su kovarijantno rezonovanje kao ,kognitivne aktivnosti involvirane u koordinatizaciju
dvovarijantnih kvantiteta, pri ¢emu se to odvija na nacin da su one medusobno ovisne jedna od druge*.
Nasuprot mnogim studijama o ranoj algebri postoje istrazivanja koja se nalaze izmedu nastojanja da se
formiraju posebne adidakticke situacije koje bi bile most izmedu intuitivnog iskoristavanja pojmova i
oznaka u algebri s jedne strane, i fluentnog koriStenja algebarskog jezika (npr, Ceballos and Maximo
2007).

Dakle, koncept funkcije je jedna od centralnih ideja algebre. Mnogi istrazivaci (npr, Kieran,
1997) sugerisu da se poducavanje algebre bazira na funkcijama. IzraCunavanja, koriStenjem
kalkulatora ili bez njega, lako mogu da se predstave tabelama i grafovima funkcija $to, s druge strane,
omogucava konstruisanje formula za funkcije kao modela za analiticki prikaz nekih podataka te
obavljanja algebarskih operacija na funkcijama.

Prema instrukcijama Evropske asocijacije za istrazivanje matematickog obrazovanja ’ERME’
(Rososhek, 1998; Ainley, Bills and Wilson, 2003; Specht, 2005; Drouhard, 2009) i Internacionalne
grupe za istrazivanje psihologije matematickog obrazovanja ’PME’ (Bednarz, Radford, Janvier and
Lepage, 1992; Cooper, Boulton—Lewis, Atweh, Wills and Mutch, 1997; Redford, 2006; Ceballos and
Maximo, 2007), sljede¢i bazni elementi algebarskog znanja bi trebalo da su pozeljni ishodi $kolskog
sistema:

Algebarska simbolika — kao jedan univerzalni jezik za opisivanje realiteta;

Algebarske operacije u kontekstima svih njihovih elementarnih osobina;

Algebarske strukture — kao posebne forme kodiranja informacija i

Algebraski semanti¢ki pojmovi — kao §to su premise za realizaciju posebnih aspekata
realnosti.

b

3. Metoda

Subjekti ovog istrazivanja su bili stariji studenti studijskog programa za razrednu nastavu (ucitelji
— 18 studenata) i studenti studijskog programa za predmetnu nastavu (profesori srednje Skole — 24
studenta). Trebalo bi da su ovi studenti dobri poznavaoci tehnika rjeSavanja matematickih zadataka,
buduci da je to jedan od koncepata obrazovanja nastavnika matematike za osnovnu i srednju Skolu. Ne
treba posebno isticati da su svi uspje$no okoncali osim obavezne osmogodisnje Skole i srednju Skolu, u
kojima su imali najmanje deset godina matematiku. Tokom tih 10 — 12 godina matematickog
obrazovanja trebalo bi da su savladali fundamentalne matematicke ideje u aritmetici i algebri, te da su
familijarni s alatima matematickog misljenja. U okvirima kurseva Metodika nastave matematike,
prilikom testiranja, njima su postavljena dva kontekstualna zadatka: jedan aritmeticki zadatak za
identifikaciju zrelosti poimanja aritmetickih struktura (Zadatak 7), i poznati algebarski zadatak, tzv.
’taxi problem’, za identifikaciju nivoa razumijevanja algebre na nivou okoncane osnovne Skole
(Zadatak 8), te dva dril-zadatka (Zadaci 9 i 10) iz standardnih udzbenika matematike za viSe razrede
osnovne Skole, odnosno za srednju Skolu. Nas, u ovom istrazivanju, posebno zanima kako su studenti
rjeSavali Zadatak 8, i koje su strategije koristili pri tome. Ovako dobijeni parametri ¢e nam omoguciti
da argumentujemo slutnju da se u nas, u Bosni i Hercegovini, zrelost u sagledavanju aritmetickih
struktura ostvaruje pravilnim poducavanjem matematike u osnovnoj Skoli, a ovladavanje alatima
algebarskog misljenja pravilnim poducavanjem matematike u viSim razredima osnovne Skole i prva
dva razreda srednje $kole. Autori ovog teksta su uvjerenja da tradicionalni pristup nastavi matematike,
kakav se jos uvijek praktikuje u nasoj sredini, ne doprinosi sagledavanju funkcionalnosti aritmetickih
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struktura niti razumijevanju aritmetike. Isto tako, tokom naSeg visegodisnjeg iskustva u realizaciji
kurseva metodike nastave matematike u obrazovanju nastavnika za niZze razrede osnovne Skole
(studijski program razredne nastave) i nastavnika matematike za viSe razrede osnovne Skole i za
srednju Skolu (studijski program za predmetnu nastavu), sublimirano je uvjerenje o skromnom
usvajanju tehnologija i alata algebarskog miSljenja, koje prevazilazi karakteristike rane algebre.
Iznosenjem ovih €injenica smatramo da argumentujemo hipotezu o sljede¢im zapazanjima:

(1) U naSim osnovnim $kolama jo§ uvijek gospodari tradicionalni dril-pristup matematickom
obrazovanju,

(2) Tokom srednjoskolskog obrazovanja, ucenici skoro da ne sticu poZeljna matematicka znanja
niti ovladavaju matematickim vjestinama, neophodnim svakoj individui u njenom nastojanju
da dosegne akademsko obrazovanje;

(3) Distinkcija izmedu ucenickih uvjerenja o njihovim vlastitim sposobnostima da mogu da
sagledavaju probleme, te izvrSe linearnu i vertikalnu matematizaciju tih problema, s jedne
strane, i njihovih stvarnih sposobnosti, s druge strane, formirace uvjerenje u populaciji
akademski obrazovanih osoba da raspolazu znanjima i vjeStinama naprednog matematickog
misljenja. To ¢e neprekidno dovoditi do konfliktnih situacija u njihovom postfakultetskom
zivotu i radu;

(4) Pretpostavivsi da ¢e veCina intervjuisanih sudenata biti prosvjetni radnici, njihovo veé
oformljeno pogresno uvjerenje o svojim usvojenim matematickim znanjima i vjeStinama bice
preneseno na sljedece generacije;

Kakve se konzekvence iz ovih postulata daju dedukovati? — sasvim je opravdano postaviti pitanje.

4. Rezultati — analiza studentskih odgovora

Zadatak 7, koji je bio isti za studente obje grupe, nam je trebao posluziti da kod studenata
utvrdimo zrelost poimanja aritmetickih struktura. Tekst zadatka je:

Zadatak 7. 588 putnika mora se prevesti iz jednog mjesta u drugo — radi ¢ega ¢e putnici koristiti dva
razli¢ita voza. Jedna kompozicija sadrzi samo vagone od 12 mjesta, dok se u drugoj kompoziciji
nalaze samo vagoni sa 16 mjesta. Pretpostavimo da druga kompozicija ima osam vagona viSe nego
prva kompozicija. Koliko vagona najmanje treba da imaju obje kompozicije da bi se svi putnici
prevezli?

Uspjesnost u rjeSavanju ovog zadatka je prikazana sljedecom tabelom.

BROJ OSVOJENIH NISU
BODOVA RJESAVALI

BROJ A 12
STUDENATA 0

1z tabele je vidljivo da su studenti grupe A predosjetili da za rjeSavanje zadatka treba uspostaviti
vezu izmedu vise podataka, §to i nije tako jednostavno, te zahtijeva dublju i detaljniju analizu, pa ih je
samo 50% pristupilo rjeSavanju. I rezultati studenata grupe A o uspjeSnosti u rjeSavanju, gdje su od
onih koji su rjesavali zadatak skoro svi, osim jednog, pogresno rijesili zadatak pokazuju disproporciju
studentskih uvjerenja o sposobnostima i njihovih stvarnih sposobnosti. Studenti grupe B su skoro svi
pristupili rjeSavanju ovog zadatka. Jedan od mogucih razloga zbog kojeg su skoro svi pokusali rijesiti
ovaj zadatak je taj da su numericki podaci u zadatku prirodni brojevi, §to zna dovesti do pretpostavke
da je zadatak intuitivno lako rjesiv. I sam nacin rjeSavanja ovog zadatka upucuje na ovo, jer se vise
pokusavalo zadatak rjeSavati pogadanjem nego $to je u potpunosti izvrSena analiza zadatka. Studenti
koji su izvr$ili potpunu analizu zadatka, odredili jasno poznate podatke i postavili cilj su i imali
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uspjeha u njegovom rjeSavanju. Ipak, zbog relativne slozenosti zadatka, skoro svi studenti grupe B su
ga pogresno rijesili.

Zadatak 8, koji je takoder bio isti za obje grupe, je poznati ’taxi problem’. Trebalo je da nam
posluzi za identifikaciju nivoa razumijevanja algebre na nivou okonc¢ane osnovne $kole. Zadatak je
postavljen kroz 6 pitanja, u kojima se trebao pokazati Sirok dijapazon matematickog razmisljanja i
zaklju¢ivanja. Zadatak je zahtijevao potpunu analizu i shvatanje trazenog. Trebalo je preéi put od
intuitivnog poimanja do algebarskog i aritmeti¢kog rjeSavanja. lako je zadatak u sustini primjer
problema koji se rjeSava uz pomo¢ linearnih funkcija i linearnih jednacina, a koji ucenicima u toku
Skolovanja kroz osnovnu i srednju Skolu predstavlja rjesiv izazov, broj tacnih odgovora je raznolik, §to
je ividljivo iz dane tabele uspjesSnosti rjeSavanja ovog zadatka. Zadatak glasi:

Zadatak 8. Kada koristimo taksi, placamo ’polazni troSak’ u iznosu od 0.80€ (0.70€), i 0.30€ (0.26€)
po predenom kilometru. Odgovoriti na sljedeca pitanja:

1. Od Cega zavisi trosak jednog koristenja taksija?

2. Ako platimo y eura za jedno koriStenje taksija, pri predenih x kilometara, prikazati y kao
funkciju veli€ine x.

Napraviti kratku tabelu meduzavisnosti veli¢ina x i y.

Opisati kako se konstruise graf ove funkcije.

Ako je za jedno koriStenje taksija placeno 5€, koliko kilometara je predeno?

Ako je pri koristenju taksija Soferu dato 5€, koje sve moguce rute su placene, i koliki je kusur
pri svakoj od tih ruta?

kW

Pogledajmo tabelu koja prikazuje uspjesnost u rjeSavanju ovog zadatka, iz koje je vidljivo da su
skoro svi, osim jednog studenta grupe A pristupili rjeSavanju zadatka, dok u grupi B skoro 40%
studenata nije uopste rjeSavalo zadatak.

BROJ OSVOJENIH NISU
BODOVA : : : RJESAVALI

BROJ A 1
STUDENATA 7

U ovom zadatku, gdje se odgovaralo na 6 postavljenih pitanja, studenti su davali razliite
odgovore. Studenti predmetne nastave su skoro svi odgovarali na postavljena pitanja, i broj ta¢nih
odgovora je bio raznolik, dok su studenti razredne nastave, osim jednog kandidata koji je ta¢no
odgovorio na 4 postavljena pitanja, uglavnom dali sve pogresne odgovore, dok njih 7 nije uopste
odgovaralo.

Studenti predmetne nastave (A) su dali sljede¢e odgovore:

Pitanje 1: Od Cega zavisi trosak jednog koristenja taksija?

1.1. Trosak jednog koriStenja taksija zavisi od broja predenih kilometara, jer je polazni troSak
konstantan za svako koriStenje.

1.2. TroSak zavisi od predenog puta.

1.3. Trosak jednog koriStenja taksija zavisi o predenim kilometrima.

Pitanje 2: Ako platimo y eura za jedno koriStenje taksija, pri predenih x kilometara, prikazati y kao
funkciju veli€ine x.

2.1. y = a+ bx (ispravno).
2.2.Zadatak nije rjeSavan
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Pitanje 3: Napraviti kratku tabelu meduzavisnosti veli¢ina x i y.

3.1.Ispravno.
3.2.y je vece ukoliko je broj kilometara veci, y zavisi od x.
3.3.Zadatak nije rjeSavan.

Pitanje 4: Opisati kako se konstruiSe graf ove funkcije.

4.1.Graf ove funkcije konstruiSemo u pravouglom koordinatnom sistemu na nacin da na ,,x—osu‘
nanosimo vrijednost predenih kilometara x, a na ordinatu (,,y—osu‘) nanosimo trosak svakog
koriStenja taksija (ili dio njih) te na taj nacin dobijamo tacke grafa ove funkcije i spojimo ih
linijjom. (Posto je u pitanju linearna funkcija, njen graf ¢e biti prava linija (ravna)).

4.2.Graf ove funkcije je pravac, tj. poluprava koja prolazi po¢etnom tackom (0; 0.7) i bilo kojom
drugom tackom koju izraCunamo, npr. (1; 0.96).

4.3.Zadatak nije rjesavan.

4.4.Imamo y i x osu. Nacrtamo ih. x predstavlja broj predenih kilometara a y osa predstavlja trosak.

4.5.Rije¢ je o linearnoj funkciji. Graf se konstruise u koordinatnom sistemu, gdje jedna osa, osa x,
predstavlja broj predenih kilometara, a druga, y, predstavlja trosak.

Pitanje 5: Ako je za jedno koriStenje taksija placeno 5€, koliko kilometara je predeno?

5.1.Rjesavanjem pripadne linearne jednacine.
5.2.Zadatak nije rjeSavan.
5.3.Potpuno pogresno, na primjer:
x=5 y=0.8+03-5=2.3km

Pitanje 6: Ako je pri koristenju taksija Soferu dato 5€, koje sve moguce rute su placene, i koliki je
kusur pri svakoj od tih ruta?

6.1.Moguce rute su: 16.53km i manje ka nuli. To jeniz 4, = (0.2611 + 0.70) ,gdieje 0<n<16.5.

6.2. Ako smo Soferu dali 5€ mogucée je da smo presli od 1km (vraéeni kusur 4.04) do 16km (vraceni
kusur 0.18)

6.3.Za x <16.53. Specijalno, za x = 16.53, ra¢un iznosi 5€, bez kusura.

6.4. Zadatak nije rjeSavan.

6.5. Ako je Soferu dato 5€ moguce predene rute su dobijene dijeljenjem broja 5 — 0.8 s brojevima
1,2,...,14 pri ¢emu su ostaci kod dijeljenja kusur koji se ostvaruje.

Studenti razredne nastave (studenti B) dali su sljedece odgovore:
Pitanje 1: Od Cega zavisi troSak jednog koriStenja taksija?

1.1. Zadatak nije rjeSavan.

1.2. Zavisi od toga koliko ¢emo se dugo voziti po kilometru.

1.3. Trosak jednog koriStenja taksija zavisi od pocetnog troska i predenih kilometara.
1.4. Trosak jednog koriStenja taksija zavisi od predene kilometraZze.

1.5. TroSak jednog koriStenja taksija zavisi od toga koliko ¢emo kilometara preci.
1.6. Trosak jednog koriStenja taksija zavisi od koli¢ine predenog puta.

1.7. Zavisi od polaznog troska.

Pitanje 2: Ako platimo y eura za jedno koriStenje taksija, pri predenih x kilometara, prikazati y kao
funkciju velicine x.

2.1. y = a+ bx (ispravno).
2.2.Zadatak nije rjesavan.
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Pitanje 3: Napraviti kratku tabelu meduzavisnosti veli¢ina x i y.

3.1.Zadatak nije rjeSavan.

Pitanje 4: Opisati kako se konstruiSe graf ove funkcije.

4.1.Zadatak nije rjeSavan.

Pitanje 5: Ako je za jedno koriStenje taksija placeno 5€, koliko kilometara je predeno?

5.1.Bez rjesavanja jednacine ponuden odgovor.
5.2.Zadatak nije rjeSavan.
5.3. Primjer:
0.8€ - polazni trosak, 0.3€ po predenom kilometru
5-0.8=4.20
4.20:0.30=14
Predeno je 14km.
5.4.Ispravno rjeSavanjem jednacine 5=0.8+0.3x

5.5. Primjer:
Polazni trosak 0.8€, predeni kilometar 0.3€
x kilometara ~ 5€
Predeno je 16km

5.6. Primjer:

5€ — 0.7€ ,,polaznog troska“ =4.30:16=0.14 €
Predeno je 16 kilometara

Pitanje 6: Ako je pri koriStenju taksija Soferu dato 5€, koje sve moguce rute su placene, i koliki je
kusur pri svakoj od tih ruta?

6.1. Zadatak nije rjeSavan.

6.2. Zadatak uraden ispravno navodenjem svih mogucnosti. (samo jedan slucaj)

6.3.Placene su rute na 3km, 6km, 9km, 12km, 15km a kusur na svakoj ruti je 0.1€ (jedan slucaj).

6.4. Ako je Soferu dato 5€ predeno je 16 kilometara, a kusura je ostalo 0.14€. Predeno je 16 ruta od po
1 kilometar.

Iz analize danih odgovora i njihove ta¢nosti, primjetna je raznolikost u odgovaranju. Kod
studenata grupe B, od studenata koji su pristupili rjeSavanju zadatka, samo je jedan student dao 4 ta¢na
odgovora, od 6 mogucih, a svi ostali su dali sve pogresne odgovore. Studenti su bili privuceni malim
brojem numeric¢kih podataka i predosjec¢ajem lakoc¢e zadatka, jer je zadatak takav da dolazi iz stvarnog
zivota. Jedan od mogucih problema je bio taj da numericki podaci nisu bili prirodni brojevi, pa je bilo
malo teze do¢i do rezultata pogadanjem. Zato su studenti uglavnom pokuSavali dati odgovore na
pitanja koja nisu zahtijevala numericko rjeSavanje, nego logicko zakljuCivanje. Sudenti grupe A su
skoro svi pristupili rjeSavanju zadatka i imali su relativno uspjeha u njegovom rjesavanju. Odgovori
koji su zahtijevali logicko zaklju¢ivanje, uglavnom im nisu predstavljali problem. Na mjestima gdje se
zahtijevalo numeri¢ko rjeSavanje, problem nije predstavljao oblik numerickih podataka, nego
nedostatak potpune analize poznatih i trazenih podataka, te izrada potpunog algoritma za rjeSavanje.

Grupa zadataka kojima smo htjeli ustanoviti opravdanost zaklju¢ka o skromnom raspolaganju
alatima aritmetickog i ranoalgebarskog misljenja kod studenata su dva dril-zadatka, preuzeta iz
standardnih zbirki zadataka predvidenih za koriStenje u srednjoj Skoli (za studente grupe A), odnosno
u vi$im razredima osnovne §kole (za studente grupe B).

Zadatak 9 je za svaku studijsku grupu bio iskazan u dva oblika, i to za jednu polovinu studenata u
jednom obliku, a za drugu polovinu u drugom obliku. Obje studijske grupe su imale zadatak istog tipa,
s tim §to su studenti predmetne nastave imali opstiji oblik. Jedna stvar koja se moze zapaziti kod ovog
zadatka je da su ga svi studenti, u obje grupe, rjesavali. To sugeriSe o uvjerenosti studenata o njihovoj
matematickoj kompetentnosti, tj. sugeriSe o njihovoj uvjerenosti da raspolazu sposobnostima i
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vjesStinama neophodnim za rjeSavanje ove vrste zadataka. Znacajnija uspjesnost u rjeSavanju ovog
zadatka od strane studenata grupe A u odnosu na grupu B, vjerujemo, proizilazi iz bolje upucenosti
prve grupe studenata u alat matematicke indukcije, s kojom se oni susre¢u na prvoj godini svog studija
1 permanentno ga koriste. O disproporciji izmedu studentskih uvjerenja o njihovim vlastitim
sposobnostima i stvarnim sposobnostima ilustruju rezultati rjeSavanja ove grupe zadataka.

Radi uvida u uspjeSnost u rjeSavanju zadataka, navodimo zadatke i procjenu uspjesnosti u
rjeSavanju ovih zadataka, za obje studijske grupe.

Predmetna nastava:

Zadatak 9.
a) Nacdi formulu za zbir prvih n parnih prirodnih brojeva.
b) Naci formulu za zbir prvih n neparnih prirodnih brojeva.

Razredna nastava:

Zadatak 9.
a) lIzracunati zbir prvih 200 parnih prirodnih brojeva.
b) Izracunati zbir prvih 200 neparnih prirodnih brojeva.

BROJ OSVOJENIH
BODOVA

BROJ
STUDENATA

Zadatak 10 je, kao i prethodni, bio iskazan u dva oblika, i to za jednu polovinu studenata u jednom
obliku, a za drugu polovinu u drugom obliku. Medutim, za razliku od prethodnog zadatka, studijske
grupe su imale zadatak potpuno razlicitog tipa. Cilj ovog zadatka je bio da nam omogué¢i da
procjenjujemo sposobnost razumijevanja algebarskih (studenti A) i aritmetickih-ranoalgebraskih
struktura (studenti B). U ovom drugom sluc¢aju (zadatak za studente grupe B), htjeli smo da steknemo
uvid u pravilno razumijevanje zadatka, te u sposobnost horizontalne i vertikalne matematizacije
problema. I kod ovog zadatka, treba istaknuti Cinjenicu da su ga svi studenti rjeSavali. Dakle, zbog
skoro ravnomjerne rasporedenosti (ne)uspjesnosti u rjeSavanju ovog zadatka, moze se iskazati tvrdnja,
analogna tvrdnji o uvjerenosti studenata koju smo iskazali u vezi sa Zadatkom 9: postoji znatno
razmimoilazenje izmedu studentskih uvjerenja o njihovim sposobnostima i stvarnih sposobnosti.

Predmetna nastava:
Zadatak 10.
a) Dokazati da za tri pozitivna realna broja a, b i c vrijedi nejednakost

(a+b)a+c)b+c)>8abc.
b) Akojea+b+c=1ia>0,b>0,c>0,tadaje (1-a)(1-b)(1-c)=8abc. Dokazati.

Razredna nastava:
Zadatak 10.
a) Zbir tri broja je 4368. Koji su to brojevi ako je drugi broj polovina prvog broja, a tre¢i broj
polovina drugog broja?
b) Zbir tri broja je 1995. Koji su to brojevi ako je drugi broj Cetiri puta veci od prvog broja, a
tre¢i broj dva puta manji od drugog broja?
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BROJ OSVOJENIH
BODOVA

BROJ
STUDENATA

Moze se primijetiti da, iako su zadatak rjeSavali svi studenti, da ih je (naroCito kod studenata
predmetne nastave) velika vecina (87.5%) netacno uradila. Procenat pogresnog rjesavanja (uspjesnost
manja od 5 bodova) ovog zadatka studenata grupe B iznosi 66.67%. Dakle, iako su se opredijelili da u
buduénosti budu prosvjetni radnici Sto bi trebalo da podrazumijeva da posjeduju istaknutije
sposobnosti te da vladanjem iznadprosjeénim vjestinama rje$avanja jednostavnih, linearno slozenih,
nelinearno sloZenih i nestandardnih zadataka, skromna uspjesnost u rjeSavanju ove posljednje grupe
zadataka poentira znacajnu distinkciju izmedu njihovih uvjerenja o svojim visokovalidnim
neophodnim sposobnostima, vjeStinama i znanjima za tu profesiju, s jedne strane, i njihovih
niskovalidnih stvarnih karakteristika za uspjesno bavljenje prosvjetnom profesijom, s druge strane.

5. Komentari

Oslanjajuci se na ovaj intervju (test), zaklju¢ujemo da bi pristup poducavanju matematike u visim
razredima osnovne $kole i prva dva razreda srednje $kole, baziran na nekoj (bilo kojoj) savremenoj
teoriji matematickog obrazovanja, umjesto na standardni pristup, kakav je sad prisutan u nasSem
obrazovnom sistemu, dao mnogo bolje rezultate. Vjerujemo (pouceni medunarodnim iskustvima) da
bi, na primjer, teorija didaktickih situacija ili teorija realistickog matematickog obrazovanja, znacajnije
doprinosila razvoju algebarskog misljenja kod uéenika srednje Skole, odnosno studenata nastavnickih
fakulteta. Vjerujemo da bi ravnopravniji odnos realizatora nastave matematike prema potrebi
dosezanja viSih nivoa razumijevanja aritmetike i algebre, ali i ovladavanja baznim idejama algebre u
poducavanju i u¢enju matematike u srednjoj skoli, davao bolje rezultate nego $to ih sada daje ovaj
tradicionalni pristup matematickom poducavanju. Naravno, iako odgovornost za nedovoljno visok
nivo razumijevanja aritmeticko—algebarskih ideja lezi na realizatorima nastave matematike u
osnovnoskolskom i srednjoskolskom sistemu, znac¢ajniji dio odgovornosti lezi u institucijama, Cija je
obaveza stvaranja socio—kulturnih uslova za nastavu matematike. Resorna ministarstva bi trebala da,
posredstvom zakona o osnovnom obrazovanju i vaspitanju i zakona o srednjem obrazovanju i
vaspitanju, te podzakonskim aktima, uz aktivho uceS¢e i podrSku pedagoskih zavoda, stvaraju
drustveni milje u kojem bi se moglo pristupiti drugacijem, u ovom slucaju sigurno naprednijem i
svrsishodnijem sistemu poducavanja i u¢enja matematike.

6. Zakljucéna refleksija — Sta bi trebalo preporuciti
realizatorima nastave matematike u srednjim Skolama

Ako je cilj matematickog obrazovanja da, posredstvom neprekidnog podizanja kvaliteta nastave
matematike u osnovnim i srednjim $kolama, sve uCenike bolje pripreme za uspjesnost u - ne samo
akademskom ve¢ i svakodnevnom zivotu tada bi trebalo da ovladavanje vjeStinama rjeSavanja
aritmeti¢kih, ranoalgebarskih 1 algebarskih zadataka bude realizovano podizanjem nivoa
razumijevanja tih matematickih struktura. Vecina ovih ciljeva trebalo bi da je ostvarena poduc¢avanjem
1 u¢enjem matematike u viSim razredima osnovne Skole i prva dva razreda srednje Skole. Trebalo bi
da svrseni ucenici srednje Skole raspolazu intelektualnim sposobnostima uocavanja, prepoznavanja i
procjenjivanja problema, te vjeStinama njihove linearne i vertikalne matematizacije kroz
razumijevanje konceptualne sloZzenosti problema. Jedan od vaznijih koncepata kojim se ostvaruju
pozeljni ishodi nastave matematike su funkcije, jednacine i nejednacine. U ovom c¢lanku, autori su
nastojali da ustanove 1 prezentiraju rezultate istrazivanja nivoa razumijevanja aritmetiCkih i
ranoalgebraskih struktura kod studenata jednog nastavnickog fakulteta, posredstvom utvrdivanja
njihovog razumijevanja koncepata linearnih funkcija, linearnih jednacina i linearnih nejednacina.
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Dugogodisnje iskustveno uvjerenje o niskoj uticajnosti matematickog obrazovanja, tokom
Skolovanja u srednjoj $koli, na ovladavanju i razvoju fundamentalnih aritmetickih i algebarskih ideja
kod ucenika, te skoro potpuni izostanak razvoja alata matematickog misljenja kod statisticki znacajnog
dijela ove populacije, zahtijevalo je argumentaciju zasnovanu na pedagosSkom eksperimentu: U naSem
obrazovnom sistemu, matematicko poducavanje se jo§ uvijek realizuje na tradicionalan nacin. Takav
pristup je uvijek bio niskoproduktivan. Nazalost, na matematiku i matematicko obrazovanje se u nasoj
drustvenoj stvarnosti jos uvijek gleda kao na nekakav domen za koji nije bas jasno zasto treba da bude
tako znacajno prisutan u Skolskim curriculumima. U posljednje vrijeme, znacajan dio akademske
zajednice (u ¢emu se posebno isticu predstavnici tzv. interesnih grupa i menadzmenata obrazovnih
sistema) na matematiku i matemati¢ko obrazovanje gleda kao na remetilacki faktor u provodenju
nekakve politike obrazovanja.

Nasa namjera u ovom istrazivanju (i ovom tekstu) je skretanje paznje akademskoj i naucnoj
javnosti (kao i osobama koje imaju uticaja ne samo na principijelno—filozofsko opredjeljenje drustvene
zajednice ve¢ i na realizaciju matematickog obrazovanja) na dubinu istrazivanog problema, i veliki
broj znatno nepovoljnih konsekvenci koje prizilaze iz aktuelnog koncepta matematickog obrazovanja
u nas.

Zahvalnost. Autori se zahvaljuju prof. dr. Sefketu Arslanagi¢u (Sarajevo) i spec. Borisu Cakrliji
(Banja Luka), koji su strpljivo i s paznjom Citali tekst ovog rada u toku njegovog nastajanja, kao i na
sugestijama koje su doprinijele da ideje izloZene u ovom radu budu konciznije eksponirane.
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